BSc algebra 4, matematikys szakirdny — 2016, tavasz
L. gyakorlat: febr. g

1. (a) Tegyiik fol, hogy R olyan gytir(j, amelynek minden eleme wdempotens:
(Vr € R)r? = . Mutassuk meg, hogy akkor R kommutativ (Boole-

GYUrd), ea YeeR: Qe=yaiy =0, (dur R-2)
0146, (b) Tegyiik f6l, hogy R olyan egységelemes gyuru, amelyben
(Vr € R) = Muicagsuk meg, hogy akkor R kommutativ, e, rodusnelas

e (abax QJ\ -
2. (a) Legyen halmaz, és legyen minden 2,0 C Hrag+b= (aUb)\ (anb)

€. b= @b Mitassnl meg, hogy H részhalmazainak g halmaza
Boole-gytirii ezekre miveletekre,

(b) Létezik-e megszamldlhatéan végtelen Boole-gyirii? (lgex ) aen ad)

3. Igazoljuk, hogy ha van egységelem, akkor ag osszeadés kommutativitdsa
kovetkezik a tobbi gylrtiaxiémabdl.

4. Legyen n > 2. Az n x neg valdés métrixok gylirjében tekintsiik azoknak
a diagonélis métrixoknak halmazst, amelyeknek a jobb alsé eleme nulla.
Igazoljuk, hogy ez részgylird. Van-e egységeleme?  (Van opiajt  eeppnimelom )

5. (a) Egy R gyfirti pontosan akkor nullosztémentes, ha R[z] az.
(b) Tegyiik fol, hogy fl(z) e R[z] jobb oldali nulloszts (azaz van olyan
0# g(z) € R[z], amire 9(z) f(z) = 0). Mutassuk meg, hogy akkor van
olyan 0 # ¢ € R is, amire € ) ==, Al by el e ipu s gt

6. Legyen R egységelemes gylrt, a, b € R. Tegyiik f6l, hogy (1 — ab)-nek van
balinverze. Mutassuk meg, hogy akkor (1 — ba)-nak is van balinverze.

DA Moaves Q«E“'“
02.1€. 7. (a) Legyen p prim. Hany p elemfi gyfirti van?

"(b) Hany négyelemii et i ( ndoped et ?‘sqmgfﬂ} melet N
AAAN O OARRA

C2.46. 8. Adjunk meg olyan gytir{it, amelyben egynel tobb, de csak véges sok bal-
egységelem van.

L5y Bw?rm M ii%cué )
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BSc algebra 4, matematikus szakirdny — 2016. tavasz
2. gyakorlat: febr. 16.

. Jelolje a Zogig gytiriiben A a (2) idealt. Hatarozzuk meg az A - A idedl

elemeit, és hasonlitsuk 0ssze A - A-t AN A = A-val.

Legyen R nullosztémentes gytri, A és B pedig 0-tél kiillonbozd idedljai
R-nek. Mutassuk meg, hogy A N B # 0. Igaz-e, hogy egy ilyen gylriiben
akdrhany nemnulla idedl metszete is 0-t6l kulonbozo?

. Jelolje Za a 2-hatvanyadik komplex egységgyokok csoportjat (a komplex

szamok szorzasdra mint miiveletre). Tegyiik 0l, hogy egy gytr additiv

csoportja izomorf Zsw-nel. Mi lehet ebben a gytirtiben a szorzas? Eow
3 CAU\,‘\\O\X S TS o EMCWW\JL-\)

. Mik az F[[z]] idedljai, ha F' (kommutativ) test? | Mud: Zpofofrd e Ly S/M@
x o f iR Q.;v\";[\--t: o
: (a) Ig&ZOljUk, hOgy 46 1 S 5 péros fuggvény Miwglon  elow onkbe\S  2-uel .
el —

(b) Mutassuk meg, hogy

esaten by =5 —h — & .

Legyen R kommutativ, egységelemes gylri. A formdlis hatvanysorokhoz
hasonléan formdlis Laurent-soroknak nevezzik az olyan formalis

o
Z aa g, e )
n=—00
kifejezéseket, amelyekben z-nek csak véges sok negativ kitevos hatvénya
szerepel (nemnulla egyiitthatéval). Az Osszeaddst és szorzast | értelemszertien”
definidlva igazoljuk, hogy igy kommutativ, egységelemes gytiriit kapunk. Mi
annak a feltétele, hogy ez a gyfirti nullosztomentes, ill. test legyen?

Legyen R kommutativ, egységelemes gytirli és f = ap+ a1z +... +a,2" €
R[z]. Mi annak a feltétele, hogy f egység legyen R[z]-ben? [Vizsgdljuk
elészor n = 1-re majd n = 2-re.]

Igazoljuk, hogy R[z]/(z? + 1) =2 C, Z[z]/(z* + 1) = G (a Gauss-egészek
gylirfije). Adjunk meg olyan [ idedlokat, amelyekre Z[x]/I test.
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. Tegyiik fel, hogy Ty, T3, ..., Ty egységelemes gylirtik, és R ezeknek a hint:

. Tegyiik fel, hogy a kommutativ R gytiriben minden olyan ideal, amel}'fg W}

BSc algebra 4, matematikus szakirany — 2016. tavasz
3. gyakorlat: febr. 23.

. Jelolje S a racionalis szdmok additiv csoportjan értelmezett zérégytiriit.

Mik ennek a gylirtinek az idealjai? Van-e benne maximalis ideal?

Mi lehet egyszerti gytirik direkt osszegének a Jacobson-radikalja?

(a)-Ha A= Riés A€ B <« R ‘akker B/B =(R/A}/(B/A)-

(b) Igazoljuk, hogy J(R/J(R)) =0. (e« ar Alalsss Aﬂc&i&qvmidmkmc’t?)

Legyen F test. Hatdrozzuk meg az F[[z]] gytrd nilradikdljat és Jacobson-
radikaljat.

. (a) Tegyiik fol, hogy a € J(R). Igazoljuk, hogy akkor minden r € R-re

1 —ar € U(R) (azaz 1 — ar invertélhatd). A R, Jowumn-

(b) Tegytk £6l, hogy M egy maximélis idedl, és a ¢ M. Mutassuk meg, fohowr
‘ i
hogy akkor van olyan s € R, amelyre 1 —as € M.

. Legyen R egységelemes gylirl, kowmutatty.

(a) Igazoljuk, hogy (z) C J(R[[z]]).

(b) Mutassuk meg, hogy J(R|[[z]]) = {Z:o apz™ | ag € J(R)}.

gytirtiknek a direkt 0sszege. Mutassuk meg, hogy a T; gytiriik egységelemeinek ot

Osszege egységeleme Rnek, és [ << R <= I = [1®L,®...® 1, ahol I; < T;.

Hogyan néznek ki az R maximalis idedljai, mit mondhatunk J([)-r6l?
(Cooportelimble s dagom - vt h aswvanme«‘ayx QA o Breodeudtt MO-cual divckd Spamediut )

\ PPN
nem része a nilradikdlnak, tartalmaz nullatol kiilonbozo idempotenst. Bi—’g igua !
zonyitandd, hogy J(R) = N(R). (Yot tajuh, bemy 3R NR)) I%

. Tegyiik fel, hogy R-ben minden z elemhez van olyan n = n(x) > 1 egész,\[ P ‘LAM
amelyre 2" = . Mutassuk meg, hogy R-ben minden primideal maximalis.| m;ﬁ
e Y@é\'&A

Mo R-few  vsws o ailpobtns  slown, 4eR,  albor N(R)S F(R), arer me JRY.
8n R haowmunr . S



BSc algebra 4, matematikus szakirdny — 2016. tavasz
4. gyakorlat: mérc. 1.

A feladatokban szereplé R gytirik kommutativak és egységelemesek, minden mo-

dulus unitalis.

1. (a) Ha M egy (bal oldali) R-modulus, N < M és M = M/N, akkor
{M részmodulusai} = {V/N | N <V < M}.

(b) Mutassuk meg, hogy féligegyszerti (bal oldali R-) modulus faktormo-
dulusai is féligegyszertiek (azaz minden részmodulusuk direkt Ossze-

adando).

2. Mutassuk meg, hogy egy féligegyszerii modulus minden részmodulusa benne

van egy maximalis részmodulusban. Tt siwder  feo mametin
PO 0 1 € T S S q_;‘v@m: a8 1 VOU-{V ECHE {U

3. Igazoljuk, hogy J(R) nem lehet nemtrividlis direkt 6sszeadandéja R-nek.

4. Tegyiik {61, hogy R Artin-gyf{irti. Mutassuk meg, hogy R/J(R) részgytri
véges sok egyszerii Artin-gy{irli direkt osszegében.
enk

5. Legyen R Noether-gyfirti. Mutassuk meg, hogy ekkor R[[z]] is Noether.

6. LegyenA:{{lg Z} [a,beR,keZ} ésB:Hg Z} Ia,bER,réQ}.

Ekkor A és B gytrl a matrixszorzasra. Melyikiik bal-artin, jobb-artin, bal-
noether, illetve jobb-noether?



BSc algebra 4, matematikus szakirany — 2016. tavasz (
5. gyakorlat: mérc. 8.

. Mutassuk meg, hogy tetszéleges R kommutativ egységelemes gyfirfire és G
véges csoportra

A= Z/\QQGRGIZ)\gzO

9eG geG
idedl RG-ben. Mivel izomorf RG/A? R~ ~el .

UL (‘/vv&L\a\;Jtc\/\\‘ SN tdsell

. (a) Igazoljuk, hogy ZZ3 -ban csak ,,trivialis” egységek vannak

({j:a ' a € Z?,}) i a8 e\,L(R\' oe(s - N Mw Qc'r’pgick
(b) Adjunk meg nemtrivialis egységeket ZZs-ben.
¢) Hatirozzuk meg az egységeket QZ,-ben.  Kulowbont -l & )t R
@ g az egységeket QZ, e S iR /“

. Legyen R egységelemes gytirti. Egy 5 idedl nilpotens, ha létezik olyan n > 1 . ge
egész, amelyre S™ = 0, azaz minden, az 5 elemeibdl képezett n-tényezos s asredife
szorzat nulla. Mutassuk meg, hogy ha S nilpotens idedl, akkor része J(R)- heina,
nek.

. Legyen G # 1 véges csoport, 1 € R. Mutassuk meg, hogy RG-ben létezik
IluHOSZté j,d_‘f\‘ﬁ/v"\' SYYOS %‘e’b’u&w @‘*C‘f *Cm—?g(d—c>: R /\,,\:O'

. Legyen G véges csoport, F' test, és tegyuk fel, hogy F karakterisztikdja
osztéja |G|-nek. Keressiink FG-ben 0-t6] kiilonb6z6 nilpotens f6idedlt.

. (a) Igazoljuk, hogy C(Z;x Zy)-ben 1étezik negyedrendfi elem. (S6t, belathatd,
hogy CZa = C(Zy X Za) g & megh WA=t el dockiin ok it

rondo  Miusela
(b) Létezik-e negyedrendi elem R(Z; x Z3)-ben?

2.0) ~beu kil o feltieveptalb, & whwlt  eahe fueeyy

/w&ixa f\;&mzbw\—;(hp% QAL QE_.WV?’&.}L ! { (x*=1) + % cd e L. : % @ (.K] ‘
i » (x*=1)
9 i (Y983 j@/ ’
B QU a6, &8 Za_(i:(;,)' Q wilpebeul  kefloeve . (g LLalQat o onf [aveacd fettvedt)

ze Z ('RG) &S Zﬂa = CA T \g)(;i £ G i [\1 \1. -(}wb\_L\wa\,\u,H N (ﬁﬁ)
(i\&k%} f\):k,Lbé g—\;;},% /(MA-/QL\)»—G’\,\&Q& C,\,‘\:'ux,'% W_g;k\,v\. )

1’\60;"\ ALonr 2 %o e e g uoa fedhve olﬂﬁi\\f‘c@u\ a &z‘éidﬁéb‘a € oowal ¢ Aowkau
o



BSc algebra 4, matematikus szakirany — 2016. tavasz
&7l mare. 22

Minden feladat 1 pontot ér, az adhatd részpontszdmok 0.1 tobbszorosei. A dolgozat
osztdlyzata a pontszdmok (kerekités nélkili) dsszege.

2 1

/5.

Legyen R egységelemes gyfirtl, J(R) az R Jacobson-radikalja. Mutassa meg,
hogy J(R) csoport az a © b o + b — ab mitveletre.

Y

[91))
. Milyen K testre és g csoportra lesz a K G csoportalgebra egyszerti (gytirt)?

. Jelolie R az n elem(l X halmaz részhalmazainak gytr(jét (a szimmetri-

kus differencidval mint Osszeadéssal és a metszettel mint szorzéssal). Hany
idedlja van R-nek?

idempotensei? (b idempotens S 2 = b)

Jelélje egy tetszOleges R gylrt centrumét Z(R). Igazoljuk, hogy ha minden
r € Rre r’ —r € Z(R), akkor R kommutativ.

Legyen R egységelemes kommutativ gytrd, A pedig minimadlis idedl R-
ben. Mutassuk meg, hogy ha A nem zérogylirli (azaz létezik z,y € A, hogy
zy # 0), akkor A test.

. Nevezziik egy M modulus N részmodulusdt lényegesnek, ha minden

I < M részmodulusra NN L =0-bol L =0 kovetkezik, és S-et nevezzik
felesleges részmodulusnak M-ben, ha S + L = M-bol L = M kovetkezik.
Adjunk példat olyan részmodulusra egy alkalmas M # 0 modulusban, ami
egyszerre lényeges es felesleges.

. Legyen F test. Mik az F[[z]] (az F f616tti formalis hatvdnysorok gytirtj ének) )\f

A

O3

1

L Sie



BSc algebra 4, matematikus szakirdny — 2016. tavasz
6. gyakorlat: apr. .

. Hatérozzuk meg v/2 + v/3 kanonikus polinomjit Q folott.

. (a) Legyen az F testnek F'(¢) transzcendens bévitése. Mutassuk meg, hogy
ennek minden F-en kiviili eleme transzcendens F' folott.

(b) Legyen p(x) = po + piz + ... + ppa” € Flz] egy n-edfokd polinom (wew O)
és a = p(t). Algebrai vagy transzcendens-e t az F'(a) test f0l6tt?
Amennyiben algebrai (:-) , mi a kanonikus polinomja?

. Tegyiik ol, hogy [ algebrai egész, n pedig pozitiv egész. Igazoljuk, hogy
/B is algebrai egész.

. Legyenek cg, ¢y, - - ., cn—1 algebrai egészek, és

flo) =t epqg™" .. . +ez Fo.

Jelolje az f egyik komplex gyokét 8. Mutassuk meg, hogy § is algebrai
egeész.

. Jelolie R a Z[v/=5] = {a +bv/=5 | a,b € Z} gyfirtit. Irreducibilis, illetve
prim-e az R-ben a 7, illetve a 117

. (a) Igazoljuk, hogy létezik végtelen sok 1 abszolit értékii algebrai egész,
ami nem egységgyok.

(b) Tegyiik fol, hogy ~ algebrai egész, |y| = 1, és v el6allithato egységgyokok
osszegeként. Mutassuk meg, hogy 7 egységgyck. A Audeter Yeakgbuikes v

. Adjuk meg a 6 felbontésait irreducibilis elemek szorzatara Z[+/6]-ban és

Z[\/—6]-ban. &L\FD
!
W WED

phe algthved  endwady 8 ak A kaposelsda
[3 al%ﬂﬁm& i = @Uﬂ} * ) QRN G&u&m{@c

wp ko ey

£
w2 4



BSc algebra 4, matematikus szakirdny — 2016. tavasz
7. gyakorlat: apr. 12.

1. Legyen p prim, n és k pedig pozitiv egész. Igazoljuk, hogy a p" elemi F
testnek pontosan akkor létezik p* elemi részteste, ha k | n. Utobbi esetben
hany p* elemfi részteste van F-nek?

.. 2. Legyen p prim, F' pedig p” elemi test. Hany olyan > +ar +b € Flz]
polinom létezik, amelynek van gyoke F-ben?

3. Hatérozzuk meg egy véges test 0sszes nemnulla elemének
(a) Osszegét;
(b) szorzatat.

4. Legyen F véges test, 0 # a,b,c € F. Mutassuk meg, hogy az az® +by* = ¢
egyenletnek létezik megoldasa F-ben.

OuWX%.5. Legyen F véges test, |F| = p® (p prim), és legyen g(z) € Flz| k-adfoku,
F f616tt irreducibilis polinom. Hatdrozzuk meg a g(z) polinom F folotti
felbontasi testét.

0426 6. Legyen L egy p-karakterisztikaju test, L < M. Tegyiik fol, hogy a € M, és
a szeparabilis L(a?) folott. Mutassuk meg, hogy ekkor a € L(a?).

ol 20 7. Legyen T tetszéleges test, h(z) € T'[z] pedig irreducibilis 1" folott. Mutas-
suk meg, hogy (h(z) felbontasi testében) h(x) mindegyik gydkének egyenld
a multiplicitasa.
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11. heti gyakorlat: &pr. 19.
€. gpedotady  {elodokrex

1. A héldra adott kétféle definicid ekvivalens.

2. Hény, legfeljebb négyelemii részbenrendezett halmaz, ill. legfeljebb hat-
elem(i halé 1étezik?

3. Mutassuk meg, hogy ha egy részbenrendezett halmazban minden részhalmaznak
van szuprémuma, akkor minden részhalmaznak van infimuma is. . kye Wald

4. Egy halé disztributiv, ha a A és V miiveletek mindegyike disztributiv a
masikra nézve. Mutassuk meg, hogy e két tulajdonsag barmelyikébdl kovet-
kezik a masik.

5. Bgy L halé moduldris, ha a,b,c € L és a > besetén aA(bVc) = bV (aNc).
Mutassuk meg, hogy L pontosan akkor moduldris, ha a,b,c € L és a < b
esetén aV (bAc) = bA(aVe), ill. haminden a, b, ¢ € L esetén (aVb)A(bVe) =
bV ((aVb)Ac). Igazoljuk tovébba, hogy minden disztributiv halé modularis.

6. Moduldris, ill. disztributiv halét alkot-e egy csoport Gsszes részcsoportjanalk,
ill. dsszes normalosztéjénak a (tartalmazds szerinti) részbenrendezett hal-
maza’

Ok.0%7. Hatdrozzuk meg az L|K bovités Galois-csoportjat, ha p prim, ¢ primitiv
p-edik egységgyok, és
(a) K =Q(e) és L = K(V2);
(b) K =0 el —= Kie):
(c) K =Q(¥2) és L = K(e).
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12. heti gyakorlat: pr. 26.
9. Lledadioy

. Mik azok a hdlék, amelyeknek minden részhalmaza részhald?
. Igaz-e, hogy minden, legalabb 6telemﬁ\h/élénak létezik otelemii részhaléja?

. Hogy néznek ki azok a véges csoportok, amelyek norméloszto-haléjaban
minden elemnek 1étezik komplementuma? Lehet-e ilyenkor a normalosztd-
h4lé disztributiv? L0 Ao b AN A e s e

. Az S, szimmetrikus csoportban jelolie H a 7 stabilizdtorat (vagyis azon
permutdcidk alkotta részcsoportot, amelyeknél a 7 fix). Mutassuk meg,
hogy H-nak létezik L(S7)-ben komplementuma.

. Legyen n > 4 pozitiv egész.

(a) Adjunk meg olyan G csoportot, amelyre L(G)-nek 1étezik My-nel izo-
morf részhaldja.

(b) Tegytik fél, hogy G olyan csoport, melyre L(G) = M,. Mutassuk meg,
hogy n — 3 vagy 1 vagy primszam.

(c) Mi lehet az n, ha egy véges test Osszes résztesteinek a haldja izomort
M,-nel?

M‘,\‘ M o ar el asoiwea

¥ i
( A AnsVe s /\,\Lc—zm e KA_DQ‘ - 93

Lipbdad Rk AAe B V\,)
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14. heti gyakorlat: maj. 10.
10, felodatso

. Legyenek J és K a B Boole-algebra primidedljai, melyekre J C K. Mutas-
suk meg, hogy akkor J = K. :

. Legyen p(z) € Q[z] irreducibilis n-edfoki polinom. Tegyiik 61, hogy p(x)
(felbontési testének a) Galois-csoportja kommutativ. Igazoljuk, hogy ekkor
a Galois-csoport rendje n. —

. Legyen a az ® — 12z + 8 polinom egyik (komplex) gycke. Mutassuk meg,
2

AOI’*"H’., %.49\)\2/\";.{*

hogy ekkor %— — 4 is gydke ugyanennek a polinomnak. B9

. Legyen Q < K < C, és p(z) = 2% + pr 4 ¢ € K[z] irreducibilis K {0lott.

Bizony{tandé: p(z) (K f6l5tti) felbontési teste pontosan akkor harmadfoku

bévitése K-nak, ha —(4p® + 27¢*) egy K-beli elem négyzete.
e O

:D"(Tluc—*‘ojl oo Ew 0 P »MH\”MC&Q’MC"Q QC_M)
v<d
2, —> ) = TT (x'-tg‘) tweck, K felo )
. i< LB e e
GE 1628l ey
(F ) B0 bmasitio Pl
& o085k
[y == o ' [
Gl e s e
| s V) iwedluel 62 s
W cqpuliiaiet et 5 s
Srwiim s poRiwsm R -
& gdtdtwk, @ G
Mun VB Yect o
2o Ax > Gal- Quoled Q“O*”(’KR/Q g
T0E BTha dn B
Visporertben mfc«w)m@u)\'\t - GQSV\, G bownte & Al = G W\is

3

\Gl == #
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2 ZH: majus. <.

Minden feladat 1 pontot ér, az adhato részpontszdmok 0.1 tébbszordsei. A dolgozat
osztdlyzata a pontszdmok (kerekités nélkiili) osszege.

Sl Adja meg Z[v/—=5] = {a+ bv/=5 | a,b € Z}-ben 8 osszes, 1ényegesen

kiilénbozé felbontésat irreducibilis elemek szorzatéra. 4&’
2. Melyek igazak az aldbbi 4llitasok koziil?
(a) Ha « algebrai egész és |a| = 1, akkor é is algebrai egész. 005 ¢
(b) Ha 3 és % algebrai egész, akkor |5 = 1. O¢
3. Hatérozza meg v/2 + v/2 kanonikus polinomjat @Q f6lott. 03¢
4. Hatdrozza meg a Q(B) | Q testbévités fokdt, ahol
5:?’7_%+%1\5/§—2016. s
/5. Hany 11-edfoka irreducibilis polinom van a kételemii test folott? _ O2p
./ 6. Bizonyitsa be, hogy egy L h4lé pontosan akkor moduldris, ha teljestl ra a
kévetkezd: Minden a,b,c € L esetén (aAb<c<a)=>aA(bVc)=c by
7. Létezik-e olyan csoport, amelynek a részcsoport-haldja izomorf az aldbbival? A ¢




