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Algebra? intenziv
1. feladatsor
X Hatérozzuk meg /7 +5v2 + V/7—5v/2 és ¥/5 + /=24 V/5— /=2

Osszes valos értékét. olal  JZ &8 V72 epyivietwddivet f it

2. Legyen K végtelen test és f € K|zy,...,z,]. Mit allithatunk f-r6l, ha
e =0
4d) minden o € K™ esetén?

() minden olyan a € K™ esetén, amelynek koordinatai paronként kii-
16nbozk?

minden olyan o € K™ esetén, amelynek koordinatai kézott van két
azonos?

3. Mutassuk meg, hogy ha az 1, ..., =, valtozok egy raciondlis egyiittha-

v,z

egyértelmien felirhat6 az elemi szimmetrikus polinomoknak és a
Gl
i>4
polinomnak olyan racionalis egyiitthatos polinomjaként, amely J-ban
elsofoku. Igaz-e az analog allitas egész egytitthatokkal?

A Legfeljebb hany pont adhaté meg a sikon 1gy, hogy béarmely ketts
tavolsaga paratlan egész legyen?

5. Legyenck 0 < k < n egészek. Legyen A az az n X n-es matrix Z felett,
amelyben a;; = 1, ha 1 —j kongruens 1, 2, ..., k valamelyikével modulo
n, mas esetben pedig a;; = 0. Milyen k és n esetén lesz det A=07

6. Legyen K végtelen test. Tekintslink K felett egy n ismeretlenes linearis
egyenletrendszert, amely & egyenletbdl all.

(&) Mutassuk meg, hogy a megoldasok szama nulla, egy vagy végtelen.

@A harom lehet&ség koziil melyek fordulhatnak els? (A valasz n-t6l
és k-0l fligg.)

(c) Mi a helyzet homogén egyenletrendszer esetén?

7. Haegy Q feletti homogén lineéris egyenletrendszernek van nemtriviélis
komplex megoldéasa, akkor hany racionalis megoldasa van?

%M@%
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Algebral Intenziv verzio
2. gyakorlat
2015. febr: 17

J/ Igazoljuk, hogy 1z 6sszeadas kommutativitasa kovetkezik a tobbi vek tortéraxiomabol.
2. Vektorteret alkc tnak-e

@) a péros fokt K[z)-beli polinomok és a nullpolinom a K test felett’

) a legfeljebb 1 izedfokd K[z]-beli polinomok és a nullpolinom a K 1est felett?

¢) azok az f € J[x]-beli polinomok Q felett, melyekre f(0) =17

@) azok az f € D[z]-beli polinomok Q felett, melyekre f (F2) =07

&) azok a Qz]-heli polinomok Q felett, melyeknek van valés gydke?

Y azok a Q[z]-1eli polinomok Q felett, melyek minden egész helyen :gész értéket vesz-
nek fel?

3 Vektortér-e a W halmaz az aldbbi esetekben? A miveletek mindig a szokasosak.

@f)/T/V = {2 € C | Re(z) = 0} az R illetve a C felett.
WY W = {a+b32a,be Q} aQ felett.

&Y' W az els6 és harmadik siknegyed unidja R felett.
&YW =R az I, test felett, ahol Ov =0 é&s 1v = v.

4. Legyen V = C, K = R a szokésos miiveletekkel, és definiéljuk a vel tortérmiveleteket
au®v=u+1y—16é AOv=>Xv— )+ 1 képletekkel. Ellendrizziik, hogy vektorteret
kaptunk. Hogyan lehetne ezt tigy megtenni, hogy nem szdmoljuk végi; a nyolc axiomat?

5. Legyen W alterc a K test feletti V vektortérnek, ésu,v € V. Tegyiik fel, hogy 2u+6v €
W és 3u—+ v € 1V. Kovetkezik-e ebbdl, hogy u,v € W? Milyen K te stre kovetkezik?

8, Ha egy V vekto tér vektoraira a a ¢ (b,c), b ¢ (a,c) és c € {a,b), akizor mi a c?

7. Legyenek ey, ... e, egy vektortér linearisan fiiggetlen vektorai. Miko: lesznek linedrisan
fiiggetlenek az ¢; +e3, ea+€3, ..., €n_1+€n, €nt+ €1 vektorok?

8. Hany altere van az Ty test feletti 2, illetve 3 dimenziés vektorterekn k?

9 Mutassuk meg, hogy ha egy R feletti vektortérnek véges sok altere van, akkor az alterek
szama 1 vagy 2. Milyen K testek felett igaz még ez az allitas?

1, zh: marcius 24.
9. zh- majus 12,



Algebra2 Intenziv verzid
3. gyakorlat
2015. februér 24.

1/ Trjuk fel a stk alabbi linedris transzformécioinak matrixat a szokdsos bazisban is és

1 -1 : : s
az | 5 4 méatrix oszlopai altal alkotott bazisban is! A konvenci6 az legyen, hogy

oszlopvektorokkal szamolunk, ezeket a matrixokkal balrél szorozzuk.
() Az origé korili « szogi forgatas.
(/55 Az y = z egyenletd egyenesre valé tikrozés.

te) Az y = z egyenleti egyenesre valo, fliggéleges irdnyt vetités.
2 Irjuk fel az alabbi linearis transzforméciok matrixat a szokisos bazisban.

@) Az a + bi komplex szammal val6 szorzas az R feletti C vektortéren.
(pﬁ/A transzponalas a K test feletti My(K') vektortéren.
(e A derivalas a K test feletti, legfeljebb n-edfoki, egyvaltozoés polinomok vektorterén.
3. (&) Melyek azok a linearis transzforméciok, amelyek matrixa alkalmas bazisban az egy-
ségmatrix?
() Melyek azok a lineéris leképezések, amelyek matrixa alkalmas béazisparban az egy-

ségmatrix?

4. Fedjiik le az F, feletti két-, illetve haromdimenzios vektorteret olyan valodi alterekkel,
amelyek paronként diszjunktak (a nullvektortol eltekintve). Legalabb hany altérre van
sziikség?

5. Legfeljebb hany vektort lehet megadni R"-ben ugy, hogy koziilik barmelyik n vektor
bézist alkosson?

6. Igazoljuk, hogy a sik egy A linedris transzforméci6ja akkor és csak akkor idempotens
(azaz A2 = A), ha A nulla, az identités, vagy egy origon atmend egyenesre val6 (nem
feltétleniil merdleges) vetités.

% Egy A lineéris transzformécio nilpotens, ha van olyan k pozitiv egész, hogy AS )
Bizonyitsuk be, hogy ha az A és B nilpotens, linearis transzformdaciok felcserélhetSk
(azaz AB = BA), akkor A + B is nilpotens. Elhagyhaté-e a felcserélhetdség feltétele?

8. Legyen M nilpotens n X n-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy M™ = 0.

9. Legyen V a valos fiiggvények vektortere a pontonkénti miveletekre, és 7 € R esetén
D, € Hom(V, V) az a transzformaci6, amelyre

D (f)(z) = f(z +1) = f(2).

Igazoljuk, hogy D,D, = DsD,. Mutassuk meg tovabba, hogy egy n-edfoka polinom
sosem allithaté elé n darab periodikus fliggvény Osszegeként.

ZH: méarcius 24. és majus 12.



Algebra2 Intenziv verzid
4. gyakorlat
2018, marcius 3.

1/ Legyen adott az A : V — W lineéris leképezés matrixa a V-beli E és W-beli F bazisra
nézve. Legyen S a V-beli F és E' bazisok kozotti attérés matrixa, T pedig a W-beli F
és ' bazisok kozotti attérés matrixa. Mi lesz A matrixa az E’ és F' bazisokra nézve?

2/ Test feletti matrix rangja akkor és csak akkor 1, ha a matrix egy nemnulla oszlopvektor
és egy nemnulla sorvektor szorzata.

3. Ha A és B azonos méreti matrixok egy test felett, akkor r(A + B) < r(A) +r(B).
A Yooy saddoaddll R -
4. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok karakterisztikus polinomjat, valamint sajatértékei-
ket és sajataltereiket R illetve C felett:

g e e el
Gy G0 - 1 a 0
el GRER

Szamitsuk ki az utols6é két matrix n-edik hatvanyat.

57 Hatérozzuk meg az aldbbi linearis transzformaciok képterét, magterét, sajatértékeit,
sajataltereit, karakterisztikus polinomjat.

LQ@TY A vektortér a stk R felett, a transzformacié pedig az y = x egyenesre vald tiikrozés;
az erre az egyenesre valo, flgg6leges irdnya vetités; az origd koriili a szogl forgatas.

(b) A transzformici6 a derivdlas az R[z] legfeljebb mésodfokt elemeinek vektorterén.

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges f € K|[z] 1 f6egylitthatoji polinom elsall egy alkalmas

(K feletti) vektortéren értelmezett linedris transzforméacié karakterisztikus polionomja-
keént.

7 Melyek igazak az aldbbi allitasok koziil?

&) Ha A sajatértéke A-nak, akkor A\? sajatértéke A%-nek. |
J) Ha \? sajatértéke A2-nek, akkor \ sajatértéke A-nak. H
) Ha 0 sajatértéke A%-nek, akkor 0 sajatértéke A-nak. |

8. Minden komplex elemi négyzetes méatrix hasonlé egy fels6 hdromszogméatrixhoz.

9* Mutassuk meg, hogy egy komplex elemtd négyzetes matrix akkor és csak akkor nilpotens,
ha minden hatvanyanak 0 a nyoma. Az els§ hany hatvanyra kell csak feltenni?

10* Bizonyitsuk be, hogy ha M egy komplex elemd métrix, akkor n — oo esetén M" akkor

és csak akkor tart nullahoz (elemenként), ha M minden sajatértékének az abszolatértéke
1-nél kisebb.

HE it a6 108 {2045 . 06 0%)



Algebra2 Intenziv verzid
5. gyakorlat
2015. méarcius 10.

1. Tegyiik fel, hogy A egy olyan linedris transzformécio egy n-dimenzios téren, melynek n
kiilénbozé sajatértéke van. Igazoljuk, hogy A-nak pontosan 2" invaridns altere van.

27 Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor Im(A) és Ker(A) B-invariéns altér.

3. Legyen V egy C feletti n-dimenzios vektortér, A pedig egy linearis transzformaci6 V-n.
Bizonyitsuk be, hogy V-nek minden 0 < k < n-re van k-dimenziés A-invaridns altere.

4. Adjunk meg a térben egy olyan linearis transzforméciot, melynek van olyan kétdimenzios
invarians altere, ami nem sajataltér.

9 S As
5. a) Igaz-e, hogy tetsz8leges K test feletti polinom el6all egy alkalmas K feletti vektor-
téren értelmezett lineéris transzformécié minimélpolionomjaként? Oz .

b) Igaz-e, hogy ha f egy k-adfokid polinom, és k < n, akkor f egy alkalmas n X n-es
matrix minimalpolinomja? e .

67 Melyek azok a linearis transzforméaciok a sikon, amelyek minimalpolinomja els6foku?
Melyek azok, amelyeknek a minimalpolinomja és a karakterisztikus polinomja kiilon-
b6z67

<7, Hany dimenzi6s alteret generalnak egy A € Hom(V, V') transzforméacié nemnegativ egész
kitevdjd hatvanyai?

8. Oldjuk meg Q?*2-ben az X* = 2X egyenletet.

9. Mutassuk meg, hogy ha AB = BA, akkor A minden sajataltere B-invaridns altér.

10. Legyen V véges dimenzits, A € Hom(V,V) és v € V. Jeldlje tovabbé ¢4, azt a mini-

malis foki, 1 fegyiitthatéji polinomot, melyre w4 ,(A)v = 0. Igazoljuk a kévetkezSket:

a) A minimalpolinomja az dsszes @4, legkisebb kozds t6bbszorose, midn v befutja V-t.
b) W = (v, Av, A%v,...) épp a v-t tartalmazo legsziikebb A-invaridns altér.

c) dim(W) = deg(wv)

)

d) Ha p4-nak van k-adfoka irreducibilis osztoja, akkor A-nak van k-dimenzios invarians
altere.

e) Egy linearis transzformécié karakterisztikus polinomja akkor és csak akkor irreduci-
bilis, ha a transzforméciénak csak két invaridns altere van (a trivialisak).

Hatarozzuk meg a ¢4 , polinomot tetszéleges v esetén, ha A a stkon egy tengelyes tiikro-
zés, egy forgatas, valamint ha A a derivalas a legfeljebb n-edfoki polinomok vektorterén.

11. Igaz-e, hogy egy n x m-es C feletti matrix pontosan akkor diagonalizalhato, ha sajatal-
tereinek Osszege az egész tér?

1. ZH: marcius 24.
? ( ' X
LT Y suie Bk et o8 apeieite A
1



Algebra2 Intenziv verzié
1227
2015. marcius 24.

1 Trjuk fel az n x n-es egységmatrixot UV alaki matrixok dsszegeként, ahol U n-dimenziés
oszlopvektor, V' n-dimenzi6s sorvektor. Legalabb hany tagu kell, hogy legyen az Gsszeg?

2. Hany k dimenzios altere van a p elemii test feletti n dimenzios vektortérnek?

0

k)
3<Hatarozzuk megaz | 0 0 1| matrix sajataltereit a komplex szamok teste felett.
=la 00

& Az R? sikon az origd kérili o sz6gid forgatdsnak mi a minimalpolinomja? (A valasz
a-tol fiigg.)

& Legyen « olyan szog, amely nem egeész szamu tobbszordse m-nek. Az R® térben egy
(origon atmend) tengely koriili, o szogil forgatasnak mik az invarians alterei?

67 Tgazoljuk, hogy a a V vektortér egy A lineéris transzforméci6ja akkor és csak akkor
idempotens (azaz A? = A), ha vannak olyan U és W alterek, amelyek Gsszege az egész
tér, és A-nak az U-ra valé megszoritisa az identitas, W-re vald megszoritasa pedig
azonosan nulla.

ZV Legyen A egy C felett linearis transzformacié a C™ téren. Ha ezt a teret a kézenfekvs
médon azonositjuk az R* térrel, akkor A tekinthetd R feletti linedris transzformacionak
is. Mutassuk meg, hogy ekkor a determinansa nemnegativ.



Algebra 2, intenziv verzid

6. feladatsor
LOU1F . wavcuwA IA.

69 G

2/ Legyen B az a bilinearis fiiggvény az R? sikon, amelynek méatrixa a szokdsos bazisban

o %)

Szimmetrikus-e B 7 Mi lesz B értéke az (z1,v1), (22,y2) vektorparon? Mi a B-hez
tartozé kvadratikus alak? Legyen a egy valos szdm. Mi lesz B matrixa a

cha sha
sha cha

métrix oszlopai altal alkotott bazisban?

e ‘Kogrediensek—e R felett a

méatrixok?

3. Tekintsik a

Q($>y> Z) = —_562 A 1O:E,y o y2 o 22

valos kvadratikus alakot. Irjuk fel a neki megfelels bilineéris fiiggvény métrixat. Irjuk fel
-t linearisan fiiggetlen homogén linearis formak négyzetének linedris kombinécitjaként.
Definit-e, szemidefinit-e @ ? s ax *y oz

4. Legyen B szimmetrikus bilinearis fliggvény egy valos vektortéren, ) a neki megfeleld
kvadratikus alak, e;, ..., e, egy B-ortogonalis bazis, és

U= {e|Q(e;) >0), V={(eQes) >20), W= (ei|lQ(e;)=0).
Fagsy Rig=y fagzeen
E harom altér koziil melyek nem fiiggnek az ey, ..., e, bazis megvalasztasatol?

5. Ha @ kvadratikus alak egy véges dimenzios valds vektortéren, és z # 0 esetén Q(z) # 0,
akkor @ definit. Igaz-e ez Q felett is?

67 Két
(a) pozitiv definit 1GEN
(b) pozitiv szemidefinit \GEN
(c) indefinit ‘ NEM

kvadratikus alak Osszege is az?

7. Elsall-e minden kvadratikus alak két pozitiv szemidefinit kvadratikus alak kiilonbsége-
ként? icen

& Hatarozzuk meg az (1,1,1,1) és (1,1,1,—1) vektorok altal bezart szoget.

1
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ALGEBRA 2, INTENZIV
7. feladatsor '

1
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5. Egy euklideszi tér tetszéleges A linedris transzformaciojdra

(a) Ker(A*A) = Ker(A),
(b) Im(A*A) = Im(A*),
Le) A*A dnadjungilt.

6. (&) Mutassuk meg, hogy két dnadjungdlt matrix Gsszege is onadjungalt.
(b) Egy 6nadjungélt métrixnak egy skaldrszorosa mikor 6nadjungéalt?

(e) Két onadjungélt matrix szorzata mikor 6nadjungalt?
/7. Pozitiv definit bi- vagy sesquilineéris fiiggvény nem lehet elfajuld.
8 Miaz f(z) =1 és g(z) = z? vektorok szoge a C[—1, 1] térben?

9. Igazoljuk, hogy az n x n-es (komplex) unitér matrixok csoportot alkotnak a szorzédsra
nézve.

10. Egy 4-dimenziés kockat elmetsziink az egyik testdtléja felezémerdleges hipersikjdval.
Mi lesz a (3-dimenzids) metszet?



ALGEBRA 2, INTENZfV
8. feladatsor

10.

. Hatdrozzuk meg a négyelemti részbenrendezett halmazokat.

Komplex euklideszi tér linedris transzformaciéja akkor és csak akkor unitér, ha egy
(minden) ortonormélt bézist ortonormalt bazisba visz.

. Pozitiv szemidefinit (éjnadjungélt) métrixok pozitiv egylitthatéds linedris kombinacidja

is az.

. Minden A pozitiv szemidefinit(6nadjungslt matrixhoz egyértelmiien létezik olyan /A

pozit{v szemidefinit (Snadjungdl matrix, hogy A

Ha P pozitiv szemidefinit (Gnadjungalt) transzformécié egy véges dimenziés V eukli-
deszi téren, és € V olyan, hogy (Pz,z) =0, akkor Pz = 0.

. Véges dimenzids komplex euklideszi tér tetszoleges A linedris transzforméciéjara

(a) Van olyan P pozitiv szemidefinit Lﬁjnadjungéltxés olyan U unitér transzformacio,
amclyckkel A = PU.

(b) P egyértelmti.

(¢) Ha A invertalhatd, skkor U is egyértelmfi.
Egy V komplex euklideszi tér vy, ..., v, vektorainak Gram-métrixdn a (v;,v;)
skalarszorzatokbdl 4116 métrixot értjiik.

(i) Igazoljuk, hogy a Gram-métrix determindnsa pontosan akkor nulla, ha a v; vek-
torok linearisan Osszefliggék.

(ii) Igazoljuk, hogy H € M, (C) akkor és csak akkor Gram-métrix (alkalmas V felett)
ha H pozitiv szemidefinit @nadjungélt\ matrix.

.

Két pozitiv szemidefinit (énadjungzilt\} n X n-es matrix elemenkénti szorzata is az?

Legyen H = (h;;) € M,(C), H = H*. Legyen S = {x € C": ||z|| = 1}.
(i) H legnagyobb, illetve legkisebb saj4tértéke

max(Hz, z) illetve min(Hz, x).
z€S zeS
(ii) Ha H sajatértékei
AL
és (hi;)7:L, sajatértke
M= = e
akkor
SRl R R e

Igazoljuk, hogy a (min(z, 7))},-, matrix pozitiv definit.
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ALGEBRA 2, INTENZIV
9. feladatsor

Lo

. Legyen V tetszéleges (akar végtelen dimenzids) vektortér, és W egy altér. Mutassuk

meg, hogy van olyan W' altér, hogy V. =W & w'.

(Fétengelytétel.) Véges dimenzids valés euklideszi tér linedris transzformécidja ak-
kor és csak akkor dnadjungdlt (masnéven: szimmetrikus), ha alkalmas ortonormaélt
bézisban a matrixa diagonalis.

Véges dimenzids valés euklideszi tér linedris transzformécidja akkor és csak akkor
ortogondlis, ha egy (minden) ortonormalt bézist ortonormadlt bazisba visz.

. Véges dimenzids valds euklideszi tér linedris transzformécidja akkor és csak akkor

ortogonélis, ha alkalmas ortonormélt bézisban a métrixa,

Cie 8y
I@(—I)@@(Sl c,)

alaki, ahol ¢? + s7 = 1 minden é-re.




ALGEBRA 2, INTENZIV
2. zarthelyi

b Adjuk meg azt a Jordan-métrixot (C felett), amely hasonld a

2 ikl
-2 0 1
Sl g

matrixhoz.
27 Kogrediensek-e Q felett az I és 51 matrixok, ahol I a 2 x 2-es egységméatrix?

37 Alakitsuk teljes négyzetek linedris kombinéciéjava a
s 2y? + 2% — 2y + 2z

valés kvadratikus alakot, és hatdrozzuk meg a jellegét. (A jelleg 6tféle lehet: pozitiv
(szemi)definit, negativ (szemi)definit vagy indefinit.)

& Vegyik azt a skaldrszorzatot a legfeljebb n-edfokd komplex egyiitthatés polinomok
vektorterén, amelyre 1, z, 22/2!, ..., 2" /n! ortonormalt bazis. Mi lesz a

n 7

o) 2 Ll
E a;T és E bz
Jj=0 Jj=0

(aj,b; € C) polinomok skaldrszorzata?

.4 Legyen w € C primitiv n-edik egységgydk. Mely n-ekre lesz az

e (ww/\/ﬁ)i,je{l,...,n}
matrix
(&) dnadjungalt?
(vK) unitér?

6. Mutassuk meg, hogy az 1 rangd pozitiv szemidefinit métrixok éppen a (Z;2;)7,-;
alaki métrixok, ahol 0 # 2z = ()%, € C™.

\%egyen a V véges dimenzids, valés vagy komplex euklideszi tér az U és W alterek
direkt Osszege. Legyen P : V — V a W-re vald vetités U mentén (azaz P linedris,
Pu=0 minden u € U-ra és Pw = w minden w € W-re). Igazoljuk, hogy P akkor és
csak akkor dnadjungdlt, ha U 1 W.



