Algebral Intenziv verzio

1. gyakorlat

2014. szeptember 11.
AL

I. Végezziik el az alabbi mtveleteket: (1+14)/(3 — 2i), [(4+14)/(4+1)|, i (n egész).

2. Hol a hiba a kovetkezd levezetésben?

T s e i e e
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37 OldJuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok kézdtt: = = (3+21)%, z = 2Re(z),

2+ 2%x—1=0.

sabinaioli .) Lt ihadebac-

4, Hatarozzuk meg azokat a c + di szamokat, melyek négyzete 20¢ — 21. Oldjuk meg az
22 + (1 — 2)z + (6 — 67) = 0 egyenletet.
v5. Milyen geometriai alakzatot frnak le a stk alabbi részhalmazai: 1{z Re(z + 2i) < -2},
{z Re(z+ 1) > Im(z—?n)} A |z—z— 1 < 3} Yo2: |z =342 = |2+ 4 -]},
2z 47 = =1},2: 224+ 5 = 2z}, {2: 1/z = 7}, Hz:1/2+8 = z}g{z 2] — iz},
10f2: Im((z—1)/(z+1)) = 0}%{z: Re((2 — 1)/(z + 1)) = 0}?

6 Igazoljuk, hogy a paralelogramma oldalhosszainak négyzetésszege megegyezik az atlok
hosszanak a négyzetosszegével.

#. Barmely komplex z és w szamra |zw| = |z||w| és |z +w| < |2] + |w].

8 Tekintsiik az {0,1,2,...,m — 1} halmazt a modulo m Osszeadssal és szorzéssal ellatva.
Mely m pozitiv egészek esetén lesz ez test?

97 Testet alkotnak-e azok a komplex szdmok, amelyeknek valos és képzetes része is racio-
nalis?
0. (a) Mutassuk meg, hogy /2 irracionalis.

(b) Mutassuk meg, hogy minden val6s szdm legfeljebb egyféleképpen irhaté a + b2
alakba, ahol a és b racionalis.

(c) Testet alkotnak-e azok a valés szamok, amelyek felithatok a + by/2 alakban, ahol a
és b racionélis?

(d) Oldjuk meg az (a), (b), (c) kérdést /2 helyett +/3-mal és +/2-vel is.

11. ¢4) Mutassuk meg, hogy barmely két komplex a; és ay szamhoz van olyan 1 abszolat
értékd » komplex szadm, amelyre |1+ a1z + ag2?| > 1.
(b) Altalanositsunk!
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Algebral Intenziv verzid

2. gyakorlat
2014. szeptember 18-19.

s e e e
@Fejezzijk ki cos és sino segitségével sin Tz-et! Altalénositsunk! s s il
L3-/ Hozzuk zart alakra a :
Z sin mx
m=0

Deszegatls " T e

4. Trjunk egy héromszdg mindegyik oldaléra kifelé egy szabalyos haromszoget. Igazoljuk,
hogy ezek kdzéppontjai szabélyos haromszoget alkotnak.

5. Lefedhets-e a 100 x 100-as sakktabla 8 x 1-es domindkkal?

(62 Tekintsiik az 1, —1, 4, 1 +1, (1+4)/v/2, cos(v/2r) + i sin(v2r), cos(336°) + i sin(336°)
Sgémokat! Melyek ezek koziil egységgydkok? Mely n-ekre lesznek n-edik egységgyokok?
Es primitiv n-edik egységgyokok?

«7. Mennyi az n-edik egységgyokok szorzata? Es a négyzetosszege? Kiss 4512

8. Szorozzunk dssze egy hatodik és egy negyedik egységgySkot minden lehetséges mobdon.
Hany kiillonb6zs szamot kapunk? KISS 4.5 .20

9. Legyenek m és n pozitiv egészek!

a) Hany kozds gyoke van az 2" = 1 és az 2™ =1 egyenletnek?

b) Igazoljuk, hogy egy m-edik és egy n-edik egységgydk szorzata mindig mn-edik egy-
séggyok!

¢) Milyen m és n péarra lesz egy primitiv n-edik és egy primitiv m-edik egységgyok
szorzata primitiv mn-edik egységgyok?

(6) Oldjuk meg az &® = 2, 2t = =9, 27 = V3 +14, 2° = 144, 2» = —1 egyenleteket a
komplex szamok kozott!

11. Van-e kilencelemfi test?

ZH: november 6., december 11. 14:00, Eszaki tomb 0.87 Marx terem.
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3. gyakorlat
2014. szeptember 25-26.

o Rt e A e e
¥ Végezziik el az al& bbi szorzésokat: <3 9> <1 _1 >; oA gyl el
3 50 0 Isn i sad
1 2 .
Sl
(MZ}) 2 | Rl o e s e Bl L]

3 5 3

9 lgaz-e a7 T X mes métrixok kérében az A2 — B*=(A+B)(A— B) azonossag?

Q- Egy négyzetes m&A.trixot fels§ (alsod) haromszog-matrixnak neveziink, ha a [6atlo alatt
(felett) az dsszes elem 0. Bizonyitsuk be, hogy egy gytrd feletti n x n-es fels6 hdromszog-
métrixok (a szok&.sos matrixszorzassal és -Gsszeaddssal) gydrit alkotnak!

4. Az alabbi struktarsk gytrik-e? Ha igen, kommutativak-e, egységelemesek-e, nulloszto-
mentesek-e, testelc-e?

a) ﬁ+ bi| a,b Z},‘ﬁu—b\?’/i | a,b € Q}, {a+b\‘°/§+cﬂ | a,b € Q} a szokésos

Osszeadasra és szorzésra nézve.
b Az f: R — R fiiggvények halmaza a pontonkénti dsszeadésra €s szOrzasra.

& Az f: R — R fiiggvények halmaza a pontonkénti Osszeadésra és a kompoziciora,
mint szorzasra..

«) Egy X halmaz G&sszes részhalmaza, ahol az &sszeadss a szimmetrikus differencia kép-
zése, a szorzds Ppedig a metszetképzés. (Két halmaz szimmetrikus differencidja azok-
bél az elemek> & 4ll, amelyek a két halmaz kozil pontosan egyben vannak benne.)

e) A 3-dimenziés tér vektorai az Gsszeadasra és a (1) skalaris (i) vektorialis szorzésra
nézve.

57 A g,h € S, permataciokat felcserélhetdnek mondjuk, ha gh = hg.
(a) Az S5 mely el emei cserélhetdk fel az

123
233l

Oa)flgazoljuk, hogsy ha g, h € S, és nincs olyan elem, amelyet g és h is elmozdit, akkor
g és h felcserélhet &,

permutéacioval 7

&, Ha egy csoportbara minden elem négyzete az egységelem, akkor a csoport kommutativ.
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4. gyakorlat
2014. oktober 2-3.

& Szamitsuk ki az alabbi métrixok n-edik hatvanyst és annak determinansat:
0l 0 1 cosa —sino 1% e |
1 0/J’\—-1 0/)’\sina cosa /J’\O0 1/°\1 0/
2 Legyen M = (a b) egy 2 X 2-es matrix. Bizonyitsuk be, hogy

¢ 4
M? — (a+d)M + (det M)I =0,

ahol I az egységmatrix.
: 22 i S Ry iy
MId]uk meg az (2 5) A= (17 5) egyenletet a 2 X 2-es matrixok korében!

4. Hogyan valtozik egy matrix determinansa, ha

(a) tikrozziik a mellékatlora? —we vilent )
(b) elforgatjuk +90°-kal a kozéppontja koril? (- 4)
(c) tikrozziik a kozéppontra? .ow utbexL

. Az Sg alabbi elemei koziil melyek egyenlk? (145)(63)(78), (2)(514)(87)(36), (541)(63)(78)

—~ S RARACN o bo ne

& Hatérozzuk meg az alabbi permutaciok ciklusfelbontésat, inverziés szamat és paritasat!

12345678 12345678
85247361 )’ 85243761 ) -
7. Egy permutécio ciklusfelbontésabol hogyan hatarozhaté meg a rendje?

& Legyen w és p az S, két eleme. Igazoljuk, hogy ha egyetlen olyan elem van, amelyet 7
és p is elmozdit, akkor 7 és p nem felcserélhetd.

9. Mely 7 € S, permutéaciok cserélhetdk fel az (12---n) ciklussal?

10. Ha 7 € S, akkor 7 el6all transzpoziciok szorzataként. Legalabb hany tényezd kell egy
adott w permutéci6 ilyen elGallitasahoz?

#1. Van-e minden 0 < k < (3) esetén olyan 7 € S, amelyben az inverziok széma k ?

12. Ha w € Sy, akkor « eldall (i,7 + 1) alakia transzpoziciok szorzataként. Legaldbb hany
tényezd kell egy adott 7 ilyen elGallitasdhoz?
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5. gyakorlat
2014. okt. 9-10.

1" Szamitsuk ki az alabbi determinénsok értékét (w az elsé harmadik egységgydk).

: B0 00
5128135100001551111123

ARl ) e e P2
O Bl i e S e e
e 00100141020

Az utolsé harmat &ltalanositsuk n-szer n-es matrixokra.
2/ Legfeljebb mennyi Iehet gy 3 x 3-as, csupa 0-hol ¢s 1-bdl 4llo métrix dcterminansa?

3. Mutassuk meg, hogy ha egy n xn-es matrixban minden sordsszeg és minden oszloposszeg
is nulla, akkor

(a) a determinans nulla;

(b)) az (n — 1) x (n — 1)-es elgjeles aldetermindnsok mind egyenlSk.

,'J”J
@ Legyen A € M,(C) és a;; = aj; minden é-re és j-re. Mit mondhatunk det A-tol?
Ona Suw\ AW wedvix —= velos
5. Egy matrixot antiszimmetrikusnak mondunk, ha transzpondltja az ellentettje. Mit
mondhatunk antiszimmetrikus méatrix determinansarol?

6/ Bizonyitsuk be, hogy ha M egy olyan n X n-es felsé haromszog-matrix, amelynek a
féatlojaban is csupa 0 van, akkor M™ = 0. El6szor lassuk be 2 x 2-cs matrixokra.
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1. ZH :
2014. november 6.

' /7 Ha 2 # —1 komplex szam, akkor legyen

oy
ol e e
1+ 2

4——(a) Mutassuk meg, hogy *: C\ {1} = C \{—H—bljf’kﬂo

(b) Mikor lesz |2*| =17

2. Legyen p prim és ¢ primitiv p-edik egységgySk. Mennyi a

p—1
>
3=0

osszeg abszolutértéke?
‘)/f\ % G |

I} 2 , 12 P . 3 [ e
5 Oldjuk-meg-a2-x2-méretii-valés métrixok korébem a

e L8
(2 2)-Go)
egyenletet.
/4./ Legfeljebb mennyi lehet egy 3-szor 3-as, csupa 1-b6l és (—1)-bdl all6 méatrix determi-
nansa?

~ Szamitsuk ki annak az n x n méretli determininsnak az értékét, amelyben a f6atloe
minden eleme 2, a f54t16t0l eggyel folfelé vagy eggyel lefelé 16vi elemek mindegyike 1, a
tobbi elem 0.

ﬁ/ Igaz-e, hogy az My(Fs) matrixgytrd
a b
2b @

7. Hany olyan paros permutécié van Sg-ban, amelynek a rendje paros?

alakt elemei 25 elemi testet alkotnak?



¢ ~Algebral Intenziv verzid i

6. gyakorlat
2014. okt. 16-17.

& Legyen K tost a,b,¢,d € K, ad —bc # 0. Mi az (CCL b) matrix inverze?

d
1 3 -1
Z Miaz | 2 5 —1 | matrix inverze? _
3 -2 T =

3. Mikor lesz egy egész, elemifi n X m-es invertalhatéd matrix inverze is egész elemii?

4. Mely A, B € M,(C) méatrixokra teljestil AB — BA = I?

&. Az R? sikon barmely parallclogramma cl§jeles teriilete az oldalvektoraibél mint oszlo-
pokbol képzett 2 X 2 méreti métrix determindnsa.

6. Egy n elemd halmaznak legfeljebb hany paratlan elemszdmt részhalmaza valassthato6
ki gy, hogy barmely ketts metszete paros elemszama legyen?

5 - :
T ')Igazoljuk, hogy ha egy egységelemes gytirtiben egy elemnek pontosan egy balinverze
van, akkor ez jobboldali inverz is.

8. Igazoljuk, hogy ha egy egységelemes gytiriben egy elemnek legalabb két balinverze van,
akkor végtelen sok balinverze van.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha cgy cgységclemes R gytirtiben az  clem nilpotens (azaz vala-
mely hatvanya nulla), akkor van olyan s € R, hogy s(1 —r) = (1 —r)s = 1.

10, Hany invertalhato elem van az a 4+ by/2 alakt szamok gytirdjében, ahol a és b egészek?
11. Lehet-e egy csoport izomorf egy valédi részcsoportjéval?

. ) Hu afy epiwiser  pebnaw 4 balegpigeline Ve ably o4 Jobeaup egelti
'S

ZH: november 6., december 11. 14:00, Eszaki tomb 0.87 Marx terem.
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— - SZOrZAS asszomat”?

~@\ Tetszoleges ar és 3 kvaterniokra a8

3 Hatarozzuk meg az Gsszes olyan kvaterniot, amely minden kvaternioval felcserélhetd.

S e — N A VA WNIT| S | I
& ‘rwu'vw"'-— cwn‘/“"“\ L\‘H/:i‘&t“—‘\“icm 9\‘ =i
Az a+ bi + c¢j + dk kvaternic valos része a. FEgy kvaternid tisztan képzetes, ha valds része nulla.
-~ & Igaz-e, hogy tisztan képzetes kvaternidk szorzata is az?

5. A tisztan képzetes kvaterniok terét-azonositsuk R*-mal ugy, hogy i, j, k a kanonikus——
bézismak feleljerr meg—Mia tisztéim képretes kvaternick szorzésémak geometriai—jeten=
tése?

! ‘Matérozzuk meg az Osszes olyan kvaterniét, amelynek a négyzete —1.
7. Adjunk példat arra, hogy a Cayley-szamok szorzasa nem asszociativ.

8. Legyen (R, +) Abel-csoport és - : R X R — R olyan szorzés, amely disztributiv + felett.
Mutassuk meg, hogy ha (aa)b = a(ab) és a(bb) = (ab)b teljesiil minden a,b € R esetén,
“akkor (ab)a = a(ba) is teljesill minden a,b € R esetén.

@ A Q[z] gytirtben hatérozzuk meg az f(z) = 52°—222—3z+4 és g(z) = 22°—9z* +2?—1
polinomok legnagyobb kozos oszt6jat, és irjuk fel a legnagyobb kdzds osztét a két adott
polinom linearis kombinaciéjaként (azaz uf + vg alakban, ahol u,v € Q[z]).

10. Hatarozzuk meg Z[z]-ben az z és a 2 polinomok sszes kézos osztojat. Van-e legnagyobb
. kozds oszt6? Ha igen, felithaté-e a legnagyobb kozos oszto z és 2 linedris kombinacidja-
ként (azaz u(x)z + v(x)2 alakban, ahol u,v € Zz])?

M. A Z[\5] gytrtben 3 — 7v/5 és —113 — 511/5 asszocisltak.

A4 00
2. ZH: decembex 11 esutortok 2:00.




Algebral Intenziv verzid
8. gyakorlat
2014. november 20-21.

1. Legyen p prim, f € Z[z] egy n-edfokt polinom. Legyen f € F,[z] az f modulo p véve.
Az aldbbiak koziil melyek igazak?
(2) Ha f irreducibilis F, felett, akkor f irreducibilis Q felett. S AL
(b) Ha f irreducibilis I, felett, és f foka n, akkor f irreducibilis Q felett. [qur
2. (Fordftott Schénemann—Eisenstein-kritérium) Legyen f € Z[z] nem konstans polinom.
Igazoljuk, hogy ha létezik olyan p prim, amelyre
a) p nem osztja f konstans tagjat;
b) p osztja f Osszes tObbi egylitthatojat;
c¢) p? nem osztja f fGegylitthatojat,
akkor f irreducibilis Q felett.

3. Irreducibilisek-e az alabbi polinomok a Q test felett?

3z7 — 62° + 622 + 3z — 2, 327 + 2® + 622 + 2 — 2, 3z7 — 625 + 622 + 2z — 2, 26 + 1
20 +2 14— 142249 2* —2%2+1, 32" + 62— 18, 2% +4, 2 +9, 2° + 729, 2% —z° + 1,
220 420, 2* + 25, 2* +8, 28 +32, 2* +4x+ 1, 7 — 22+ 1, 2t + 23 + 1, vt + 2% + 4,
L gt

4« Mutassuk meg, hogy ha n > 2, akkor az m-edik korosztési polinom egyiitthatéinak
sorozata palindrom (visszafelé frva 6nmagat kapjuk).  wcc prot pea ™o

57 Irjuk fel a kérosztasi polinomokat a 16-odikig.
~6./Igazoljuk, hogy ha n > 1 péaratlan, akkor ®3,(z) = &,(—z).
7 Hatarozzuk meg ®,, konstans tagjat, illetve egyiitthatéinak osszegét.

8. Legyenek m | n pozitiv egészek gy, hogy n minden primosztéja osztja m-et is. Igazol-
juk, hogy ®,(x) = ®,,(z™™). Szamitsuk ki a primhatvany-indexd korosztasi polinomo-

kat.
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9. gyakorlat
2014. november 27-28.

1. Legyen K test és f,g € K|z].

() (f o g) =7
) (f9)®) =2
2. Lehet-e egy Q, illetve F, felett irreducibilis polinomnak tobbszdrds gydke egy nagyobb

tostben? Igaz-c Q, illetve I, felett, hogy ha az f polinomra (f, f') # 1, akkor van olyan
g irrcducibilis polinom, hogy ¢* | f?

3. Legyen f € K]z], ahol K test. Az f(z +vy) € K[z,y] = K|z]y] polinomban a K|z]
melyik eleme lesz y egyiitthatéja?

4. Hogyan fligg Ossze egy valés egyiitthatos, 1 f6egyiitthatéja polinom diszkriminédnsanak
elGjele a valds gyokok szaméval? (Fel szabad hasznélni az algebra alaptételét.)

5 Legyen H(yi,ys2,y3) = 30y193 — v3. Helyettesitsitk be mindegyik y; helyére a megfelels
oi(z1, T2, z3) polinomot, és adjuk meg az eredmény egy nem nulla tagjat.

6 Szamitsuk ki a 2z + 25+ 3 polinom négy komplex gytkének Osszegét, szorzatat, négy-
zctosszegét, valamint ¢ gyokok reciprokainak Gsszegét.

7. Hatérozzuk meg az 2" + z 4 1 polinom (komplex) gyokeinek kobosszegét, és a gyokok
reciprokainak Osszegét (n > 2).

L8 Legyenek a,b,c az z° 4+ 3z + 1 polinom gyokei. Irjuk 5l azt a két harmadfoka, 1
f6egyiitthatdji polinomot, melynek gyokei a2, b2, c?, illetve a + b,a + ¢, b+ c.

9. Igaz-e végtelen test folott a tobbvaltozos polinomok azonossagi tétele (vagyis hogy a
polinomfliggvény egyértelmten meghatéarozza a polinomot)?
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2. zh
2014. december 11.

Vd

A Hatarozzuk meg a

— = DN

ki
2 1| maétrix inverzét.
=2

Q/."‘Oldjuk meg a kvaterniok korében az z? = ¢ egyenletet.

3 Legyen d egész, de nem négyzetszam, z, y, u, v egészek, 72 —dy? = u? —dv?. Kovetkezik-
¢ cbbdl, hogy z + yvd és u + vV/d asszocidltak az a + bvd (a,b € Z) alakt szamok
gytrdjében?

4. Legyen K test és p,q,r, s € K|z|. Tegyiik fel, hogy p és g legnagyobb kdzos osztdja 1.

(a) Mutassuk meg, hogy van olyan f € Klz], amelyre f — r oszthato p-vel és f — s
oszthat6 g-val.

L{,b’jv Mutassuk meg, hogy barmely két ilyen f kiilonbsége oszthatd pg-val.
5. Mely a egész szamokra irreducibilis Q felett az z* 4 a polinom?
ﬁ’l‘("‘Monnyi a 2z% — 623 + 422 — 22 + 1 polinom négy komplex gydkénck a kébosszege?

(W Mutassuk meg, hogy ha p és g kiilonb6z6 primek, akkor
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& Trjunk egy neégyszég minden oldaldra kifelé egy négyzetet. Kossiik dssze a szemkozti

oldalakra frt négyzetek kdzéppontjait. Mutassuk meg, hogy a kapott két szakasz egyenls
hosszii és merdleges egymasra.

2. Mutassuk meg, hogy S, minden eleme elgall az (12) és (12...n) ciklusokbol ismételt

szorzésokkal.
Ol2
% Hatarozzuk mega | 2 0 1 | matrix inverzét.
250

&« Hatarozzuk meg az 6sszes olyan kvaterni6t, amelynek a négyzete 2.

5 Felbonthaté-e az z* — 473 + 652 —

4z —1 polinom két alacsonyabb fokd racionalis egylitt-
hatés polinom szorzatéra?

DG'/ Legyenek p, ¢ és r paronként kiilsnbdzs primek. Igazoljuk, hogy

o (wpqr i 1)(:617 & 1)(;{;‘1 — 1)($r = 1)
@pqr( ) e (qu — 1) (z7 — 1)(:3?;0 Bl 1)(m e 1).




